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1 随机游走

随机游走鄨酒酡酮酤酯酭 酷酡酬酫鄩是概率论统计中最简单的一个模型，它是产生正态分布和实现

随机计算的重要方法。什么是随机游走？假定一个粒子从原点出发，在直线上作游走，人

们事先不知其运动的规律，而假定这个粒子游走是按照抛掷一枚均匀的硬币，根据硬币出

现正面和反面的方式决定其运动的走势，当硬币是正面时，粒子向右行走一步，否则粒子

向左行走一步，我们假定向左和向右的概率相等。由于硬币出现正面和反面是“随机”的，

因此，这种粒子的游走通常称为随机游走。酐酥酡酲酳酯酮于鄱鄹鄰鄵年首次提出随机游走，并提出了

著名的醉汉问题：一个按照随机游走行走的醉汉，最后，他是否能回到他行走的起始点。

数学上，如果用随机变量ξi ∈ {−鄱,鄫鄱}来刻画粒子第i次移动时的位移，则粒子在经
历n次的运动后，它所处的位置为Xn 鄽

∑n
i=1 ξi，Xn服从二项分布且它的概率分布为
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其中N是自然数集。显然，{ξi}i≥1是一列独立同分布的随机变量序列。根据中心极限定理，
有Xn√

n
依分布收敛到标准正态分布。从这个意义讲，随机游走是产生正态分布和实现随机计

算的重要方法。

随机游走的一个成功的应用是金融中的资产定价和风险防范问题。早在鄱鄹鄰鄰年，法国

数学家酌酯酵酩酳 酂酡酣酨酥酬酩酥酲首次提出了金融资产价格服从对数正态分布的假设，并假设股票价格

服从布朗运动鄨物理学中分子微粒所做的一种无休止的无序运动鄩，这成为随机游走理论和有

效市场假说共同的源头。有关这方面的研究产生了一批诺贝尔经济奖获得者鄨例如：酌酵酣酡酳、

配酡酲酫酯酷酩酴酺、配酥酲酴酯酮、酓酣酨酯酬酥酳、酓酡酲酧酥酮酴、酈酡酮酳酥酮、酆酡酭酡鄩。可以说，当今缤纷灿烂的金融

世界都是由随机游走而衍生出来的。现在，随机游走理论的思想和原理已在许多学科领域

中得到了广泛的运用。例如：生物学家利用随机游走模拟动物的活动规律和行为方式；物

理学家利用随机游走描述和模拟粒子的运动规律；人工智能专家利用随机游走实现机器的

智能化等等。

随机游走的一个显著特点是：行走的位移是由一列独立同分布的随机变量决定。然而，

这个重要的特性在量子世界不再存在了，因为，在量子世界，由于量子的纠缠性，粒子的

鄱
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行为不再独立了。

2 量子游走

量子游走鄨酑酵酡酮酴酵酭 酷酡酬酫鄩是经典随机游走的量子对应，酁酨酡酲酯酮酯酶酛鄴酝等人于鄱鄹鄹鄳年将随

机游走理论扩展到了量子力学领域，提出了量子游走概念。一方面，由于融合了量子并行

计算等量子力学特有性质，量子游走具有更快的扩散速度，在解决某些算法问题时，有可

能获得比经典行走更少的时间复杂度；另一方面，在量子世界，由于量子的纠缠性，粒子

的行为不再独立了，经典概率统计中有关独立同分布下的定理不再成立了。量子游走还有

类似于随机游走的极限定理吗？与随机游走在随机计算的重要作用一样，量子游走也能在

量子计算中发挥着同样重要的作用？第一个基于量子游走的搜索算法一酓酋酗算法的提出，

从理论上证实了量子游走在算法上的优越性，人们越来越坚信：量子游走将是实现量子计

算的重要方法之一。

2.1 Dirac符号

为了介绍量子游走，我们先介绍一下量子符号。量子力学中，我们经常用酈酩酬酢酥酲酴空间

中的矢量 ψ 来描述一个粒子的状态，用酄酩酲酡酣符号记作 |ψ〉。|ψ〉可以理解为一个列向量，
或者说n × 鄱矩阵，与之相对应的 〈ψ| 表示 |ψ〉 的共轭转置，两个态矢量 |ψ〉鄬 |φ〉 的内积
用酄酩酲酡酣符号可以记作 〈ψ|φ〉。
对于一个量子比特，用酄酩酲酡酣符号就可以表示为

|ψ〉 鄽 α|鄰〉鄫 β|鄱〉 鄽

[
α

β

]
, |α|2 鄫 |β|2 鄽 鄱,

其中|鄰〉 鄽 酛鄱, 鄰酝
T
鄬 |鄱〉 鄽 酛鄰, 鄱酝

T
分别表示两个相互正交的状态。在这里 |ψ〉 是一个“叠加

态”，它既处在|鄰〉状态，又处在|鄱〉状态。 α, β是它们的“振幅”，它们是复数，|α|鄬 |β|表
示它们的模长。对于上面给出的量子比特，如果我们对它进行“测量”，那么量子态“坍

缩”到结果 |鄰〉鄬 |鄱〉 态的概率分别为|α|2鄬 |β|2，也意味着我们也会以|α|2的概率观测到|鄰〉，
以|β|2的概率观测到|鄱〉 。例如著名的薛定谔的猫，我们可以说这个在黑盒里的猫处于一个
既生又死的状态，在打开黑盒后我们只能观测到生和死其中一个结果；又或是一个抛掷在

空中翻转的硬币可以同时处在正面和反面，当它落地后，才能知道硬币是正面还是反面。

这或许很难理解，但是它提供了一种解释世界的新角度。

2.2 量子游走与随机游走的不同

我们现在介绍一下量子游走。量子游走是经典随机游走的量子对应，在随机游走中粒

子为确定的状态，由于状态之间的随机跃迁而产生随机性。而在量子游走中，随机性由下
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述方式产生：鄨鄱鄩状态的叠加；鄨鄲鄩酉算符演化；鄨鄳鄩由于状态测量，量子态“坍缩”。由于这

样的量子随机性，通常难以控制量子游走的行为。比方说，抛硬币，如果是正面，向右走

一步；如果是反面，向左走一步。而在量子世界里，是立刻向两个方向移动，像波一样展

开，这种随机性使行走难以控制。

图 鄲鄮鄱鄺 随机游走

图 鄲鄮鄲鄺 量子游走

在量子游走中，粒子所在的位置和硬币都被量子化，即粒子的位置和硬币都是以叠加

态的形式存在。粒子在初始时刻的状态写成

|鄉0〉 鄽 |鄰〉 ⊗ 鄨α| ↓〉鄫 β| ↑〉鄩, |α|2 鄫 |β|2 鄽 鄱,

其中⊗表示张量积 鄬 | ↑〉 鄽 酛鄱, 鄰酝
T
鄬 | ↓〉 鄽 酛鄰, 鄱酝

T
。第一个量子位代表粒子在原点，第二个量

子位代表硬币的状态，即硬币处于| ↓〉与| ↑〉的叠加态。
量子游走的第一步依然是对硬币的抛掷，与经典随机游走不同的是，量子游走是用硬

币算符C更新硬币的状态。对于C的选取是任意的二阶酉矩阵，而由此表现出的量子游走的
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性质也是多种多样的，量子计算中通常选取酈酡酤酡酭酡酲酤矩阵

C 鄽
鄱√
鄲

[
鄱 鄱

鄱 −鄱

]

作为硬币算符进行量子游走。第二步就是粒子进行移动，用行走算符S来更新粒子的位置状

态；行走算符S把|x〉⊗| ↑〉变成|x鄫鄱〉⊗| ↑〉，|x〉⊗| ↑〉变成|x−鄱〉⊗| ↓〉。我们当然不会每走完
一步就进行观测，也就是每一步之后我们都保持了不同位置间的量子关联，并让它们在接

下来的行走中继续互相干涉。每一回合用这两个算符依次作用，即|鄉n+1〉 鄽 S鄨I ⊗ C鄩|鄉n〉，
S鄨I ⊗ C鄩的作用就类似于经典随机游走的状态转移矩阵。行走很多步之后，我们就得到了
一个很长的叠加态

|鄉n〉 鄽
∑
x∈Z

|x〉 ⊗ 鄨αn鄨x鄩| ↓〉鄫 βn鄨x鄩| ↑〉鄩,

类似地，我们也可以定义直到第n回合对粒子的位置进行观测，观察到的结果Xn。如果我

们在第n回合对粒子的位置进行观测，在量子力学的规定下，我们就可以根据|鄉n〉中的振幅
信息计算出粒子“坍缩”到在x位置的概率

P 鄨Xn 鄽 x鄩 鄽 |αn鄨x鄩|2 鄫 |βn鄨x鄩|2 .

举个例子，如果选取酈酡酤酭酡酲酤硬币和初态|鄉0〉 鄽 |鄰〉 ⊗ | ↑〉，进行一次量子游走

|鄉0〉 鄽 |鄰〉 ⊗ | ↑〉 鄽 |鄰〉 ⊗

[
鄱

鄰

]
C−→ 鄱√

鄲
|鄰〉 ⊗

[
鄱 鄱

鄱 −鄱

][
鄱

鄰

]
鄽

鄱√
鄲
|鄰〉 ⊗

[
鄱

鄱

]
鄽

鄱√
鄲
|鄰〉 ⊗ 鄨| ↓〉鄫 | ↑〉鄩

S−→ |鄉1〉 鄽
鄱√
鄲
| − 鄱〉 ⊗ | ↓〉鄫 鄱√

鄲
|鄱〉 ⊗ | ↑〉.

那么粒子将以 1
2
概率坍缩到位置鄱，以 1

2
概率坍缩到位置鄭鄱。
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鄨酡鄩 随机游走的分布

鄨酢鄩 量子游走的分布

图 鄲鄮鄳鄺 从n 鄽 鄳开始，随机游走与量子游走的差异就显现出来了

量子游走的概率分布是很复杂的，而且和直觉不同，越往两边概率越大。这正是量子

世界的奇异性质的体现。因为量子游走中的Xn不能像经典随机游走一样写成一列独立同

分布随机变量的和，而且每一步行走都是互相关联的，我们就不能用中心极限定理来判

断Xn的收敛性质。

随机游走和量子游走的不同：那么一个自然的问题是，量子游走会不会像经典随机游

走一样依分布收敛于标准正态分布？它的收敛速度又是多少？

第一个不同：酋酯酮酮酯 鄨鄲鄰鄰鄲鄩 酛鄱酝 证明了量子游走的极限定理，对于任意酉矩阵

C 鄽

[
a b

c d

]
,

且粒子的初始状态为|鄉0〉 鄽 |鄰〉 ⊗ 鄨α| ↓〉鄫 β| ↑〉鄩，那么Xn

n
依分布收敛于

f鄨x鄩 鄽

√
鄱− |a|2

π鄨鄱− x2鄩
√
|a|2 − x2

鄨鄱− λx鄩I(−|a|,|a|)鄨x鄩,

其中λ 鄽 |α|2 − |β|2 鄫 aαbβ+aαbβ
|a|2 。
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鄨酡鄩 随机游走 鄨酢鄩 量子游走

图 鄲鄮鄴鄺 行走鄵鄰鄰步后的概率分布

量子游走的极限定理与经典随机游走的极限定理有很大的不同，量子游走的极限分布

已经不是正态分布的钟形曲线的形状，而是一个具有支集的无界函数。在收敛速度上，量

子极限定理会有平方加速的效果，会比中心极限定理更快的收敛到极限分布。

第二个不同：由于量子的纠缠与相干叠加，每一步的位移不再独立，因此量子游走

的Xn不再能写成一列独立同分布的随机变量和的形式，这就造成了量子游走的极限分布

与标准正态分布不同。

第三个不同：最近，陈增敬与合作者酛鄵酝 研究了三态下的量子游走极限定理，得到了如

下结论：与二态下的量子游走极限定理不同，三态下的量子游走极限分布密度不再有统一

的表达式了。与随机游走不同，三态下的量子游走的极限分布密度可能有一个峰，也可能

有多个峰，这完全依赖量子游走的初始状态和硬币的选择。

第四个不同：配酡酣酨酩酤酡 鄨鄲鄰鄱鄲鄩酛鄳酝 证明了如果我们把初始状态|鄉0〉改成一个叠加态即粒
子在每个位置上都存在，那么我们就可以用量子游走产生正态分布，均匀分布甚至其他一

些分布。尽管用量子游走可以产生正态分布，但是，条件要求十分苛刻。可以说：自从酄酥

配酯酩酶酲酥和酇酡酵酳酳 发现和证明正态分布鄳鄰鄰多年以来，正态分布一直在概率论中占据着“中

心”地位。但是，在量子游走世界，正态分布已不再占“中心”地位。
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图 鄲鄮鄵鄺 量子游走产生正态分布和均匀分布，其中红线代表极限分布，蓝线代表量子游
走鄵鄰鄰步的概率密度
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